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Lekcije iz Matematike 2.

3. Problem povrsine - odredjeni
integral. Leibnitz-Newtonova
formula.

I. Naslov i objasnjenje naslova
U lekciji se objasnjava kako problem odredjivanja povrSine podskupova ravnine
vodi do pojma odredjenog integrala, te kako se, preko Leibnitz-Newtonove for-
mule, odredjeni integral ra¢una pomocu neodredjenog, tj. pomocu primitivne
funkcije.

I1. Pripadni inZenjerski odnosno matematicki problem
Formule za povrsinu geometrijskih likova omedjenih duzinama pronadjene su u
dalekoj proslosti (u starogrckoj, indijskoj i arapskoj matematici). S likovima
omedjenim zakrivljenim crtama bilo je puno teze. Osim formule za povrsinu
kruga, malo toga je bilo poznato; Arhimed je uspijevao s povr§inama omed-
jenim dijelovima parabole, hiperbole ili elipse.
Pomoc¢u integrala mogu se, barem nacelno, odrediti povrsine podskupova rav-
nine, omedjene dijelovima grafova elementarnih funkcija (i opéenitije).
Vidjet ¢emo da se pomocu integrala rjeSavaju i mnogi drugi geopmetrijski prob-
lemi (problem obujma, duljine luka krivulje i sl.), te mnogi fizikalni problemi
(problem rada sile, tezista i sl.).

II1. Potrebno predznanje

Potrebno je poznavati pojam nedredjenog integrala i ra¢unanja nekih vaznih
neodredjenih integrala.
Takodjer je potrebno poznavanje pojma povrsine i ra¢unanja povrsine pravokut-
nika P = a - b i povrsine trapeza P = (HTC)” (sl.1).




IV. Nove definicije i tvrdnje s primjerima

Problem odredjivanja povrsine ispod grafa pozitivne funkcije.
Neka je f pozitivna funkcija na segmentu [a,b], tj. f(x) > 0 za sve x sa svo-
jstvom a < x < b.

Problem. Treba odrediti povr§inu omedjenu grafom funkcije f, osi x i ver-
tikalnim pravcima z =a i x =0 (sl.2).
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Taj se problem krace zove problem odredjivanja povrs$ine ispod grafa
funkcije.
Tradicionalno, oznaka za povrsinu ispod grafa funkcije f, za « od a do b, oz-

nacava se kao .
[t

i Cita: integral od a do be ef od x de x. Taj se izraz zove i odredjeni integral
funkcije f na segmentu [a, b]. Brojevi a,b zovu se granice integrala, f je pod-
integralna funkcija, o je donja, a b je gornja granica.

Vezu s neodredjenim integralom i uporabu ove oznake vidjet ¢emo uskoro.

Ovaj se problem moze vrlo precizno matematicki postaviti i vrlo precizno ri-
jesiti. Mi ¢emo izbjeéi strogo matematicko izlaganje i prikloniti se geometrijskoj
intuiciji. Napomenimo da nas prvenstveno zanimaju elementarne funkcije, iako
se ova problematika moze razmatrati za puno 8ire klase funkcija.

Funkcija povrsine ispod grafa pozitivne funkcije.
Prirodno je razmotriti funkciju povrsine P(z) za a < z < b, definiranu kao:
P(z) := povrsina ispod grafa od a do z (sl.3.).
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Vidimo dva oéita svojstva:
1. P(a)=0.
2. P(b) = P = ukupna povrsina (koju trazimo).

Primjer 1. Odredimo funkciju P(z) ako je f(z) :=xia=11b=5 (sl.4.).
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Vidimo da je:
P(z) = Povrsina trapeza, s osnovicama z i 1, i visinom z — 1.
Zato je:
P(x) = Uz = £,
Vrijedi: P(1) = 01 P(5) = 12 = P. Uoé&imo: kako z ide od 1 do 5,

funkcija povrsine P(z) raste od 0 do 12.

Diferencijal povrsine - dP(x)
Na sl.5 vidimo da za prirast povi§ine AP(z) := P(x + Ax) — P(z) vrijedi:

AP(z) = f(z) - Az
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Odatle naslu¢ujemo:
dP(z) = f(z)dx

§to je formula za diferencijal povrSine, a mozemo je shvatiti kao diferencijalnu
vezu izmedju funkcije f i njoj pripadajuce funkcije povrSine. Ta se veza moze
zapisati i kao:
dpP .

) = f(@), 4. kao P'(2) = f(x),
Sto znaci da je P(x) primitivna funkcija funkcije f.

Uporaba izraza integral i oznake [ tradicionalna je. Oznaka [ je iskrivl-
jenje oznake za sumu Y, a suma se odnosi na zamisljanje da se zbrajanjem
beskona¢no mnogo doprinosa f(z)dz dok se x mijenja ($to dolazi od zbrajanja
povrsina f(x)Az 1 moZe se strogo matematicki opisati pomocu limesa).

Kraée mozemo zamisljati:
Zbroj doprinosa f(z)dx za x od a do b prelazi u fab f(z)dz.

Primjer 2. - provjera na primjeru da je P'(z) = f(z). U Primjeru 1.
imali smo: f(z) =21 P(x) = % Vidimo da je P'(z) = [@]’ =2 3=

f(z). .



Leibnitz-Newtonova formula (za pozitivne funkcije).
Neka je F' bilo koja primitivna funkcija funkcije f (tj. takva da je F' = f).
Tada je:
P(x) = F(x) + C, gdje je C neka konstanta (to je zato §to je i P(x) primitivna
funkcija funkcije f).
Sad je lako odrediti povr§inu P u terminima funkcije F:
P =P()=Pb)—0=Pb)— Pla) =[F(b)+ C]—[F(a) + C] = F(b) — F(a).
Dakle,

P =F(b) — F(a)

Budu¢i da je P = f; f(z)dx, pisemo:

b
[ o= F) - Fla)
a
gdje je F bilo koja primitivna funkcija funkcije f (razlika F(b) — F(a) ne ovisi

o tome koji smo F izabrali).
Izraz F(b) — F(a) Cesto pisemo kao F(x) |%, dakle:
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Primjer 3. - primjena Leibnitz-Newtonove formule.
Odredimo povr8inu ispod sinusoide za 0 < z < 7 (sl.6.).

Jy sinzdz = (- cosz) [T= — cos(m) — [~ cos(0)] = —(—=1) — (1) = 2.

Primjer 4. - izraz za P(z) u ovisnosti o bilo kojoj primitivnoj
funkciji F' funkcije f
Ako u jednakost P(z) = F(x) + C uvrstimo = = a, dobijemo 0 = F(a) + C,
dakle C = —F(a). Zato je

Na primjer, ako je f(z) := 2?2 ia = 2 i b = 4, onda je F(x) = % jedna od
primitivnih funkcija od f. Zato je P(x) = F(z) — F(2) = % — % funkcija
povrsine (sl.7.).
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Ocita svojstva odredjenog integrala za pozitivne funkcije (sl.8.)
1. f:[f(ac) + g(x)|dr = f: f(z)dz £+ f:g(x)dx

2. f; M (z)dx = )\f: f(z)dz

3. [7 flx)de + fcbf(:z:)dx = f; f(z)dz, za a < c<b.




Odredjeni integral za bilo koje funkcije.

1. odredjeni integral za negativne funkcije
Ako je f negativna na segmentu [a,b], tj. ako je f(z) < 0za a <z <b, onda
definiramo (sl.9.):
b b .
Jo f@)dz = — [[|f(z)|dz, tj.
f: f(z)dz = —P (u ovom slucaju).
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Razlog za tu definiciju prirodan: izraz f(z)Az u tom je slu€aju negativan
za sve z (uz Az > 0).

2. Odredjeni integral opcenito (sl.10.).

f; f(z)dx = Zbroj povrsina iznad osi x - Zbroj povrsina ispod osi z.
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Dogovori o odredjenom 1ntegralu:
1. dogovor. [, f(z)dz = —f f(z
2. dogovor. [* f( )d:c =0.

Vazno!: Od sad u odredjenom integralu fab f(z)dz, f moZe biti bilo
koja (razumna) funkcija, a granice integrala a,b mogu biti bilo koja
dva realna broja.

Jos§ vaZnije - opéa Leibnitz-Newtonova formula.
Za svaki odredjeni integral (bez obzira na funkciju ili granice) vrijedi:

/ f(z)dz = F(b) — F(a)

gdje je f bilo koja primitivna funkcija funkcije f.

Primjer 5. - primjena opée Leibnitz-Newtonove formule.
Izrac¢unajmo i geometrijski interpretirajmo:

(i) [27sin(x)dz (s1.11)
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(i) [°, (a2 — 2)dx (s1.12)




(1) fjﬂ sin(x)dr = —cosz|>™ = —cos(27) — [~ cos7] = —1 — [-(=1)] = =2
Rezultat je negativan jer je krivulja ispod osi « i o€ekivan (ako uzmemo u obzir
Primjer 3.).

(i) [°,(22 - 2)de = [& —22]|3, = 3 — (=8 +4) = 3. Smisao ovog rezultata

jest da je Py — Py + P3 = %, S§to se moze i priblizno provjeriti (sl.13.).
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Napomena o ocitim svojstvima integrala.
Ona tri ocita svojstva (koja su vrijedila za pozitivne funkcije i u sluc¢aju da je
donja granica manja od gornje), vrijede i opéenito, i u svojstvu 3. nije potreban
uvjet a < ¢ < b.
Ta svojstva su izravna posljedica opce Leibnitz-Newtonove formule.

V. Pitanja i zadaci

1. Geometrijski predocite i izra¢unajte, potom komentirajte rezultat. Jeste
li rezultat mogli unaprijed pogoditi?
. 27
(i) Jf, " coszdz.

(ii) f?ﬂ sin zdz,
2

(iii) f?ﬂ x cos xd.
2

(iv) ffa f(x)dx, gdje je f neka neparna funkcija.
Uputa. (iv) U (iv) je rezultat 0 zbog neparnosti; to se posebno odnosi na (ii) i
na (iii), a na neki naéin i na (i).

2. Obrazlozite slikom i rijeima jednakost: [, f(z)dx = 2 [ f(z)dz za
parnu funkciju f.

3. Odredite i geometrijski interpretirajte funkciju povrsine ispod grafa funkcije

f(x) = 22 za:
)



